
مشاهده‌ها و مكاشفه‌ها!
مشاهده‌هايی دربارۀ مسئله‌ای بامزه 

كليدواژه‌ها: مسئله، مشاهده، مكاشفه، استدلال

مسئله
مي‌خواهيم دربارة اين مس��ئله صحبت 

كنيم:
ش��خصي پنج عدد انتخاب كرده است. 
اين عددها را جفت‌جفت با هم جمع كرده 
و حاص��ل جمع‌ها برابر اين ده عدد ش��ده 

است:
15 ،13 ،11 ،9 ،8 ،6 ،4 ،2 ،0

پنج عددي را كه اين ش��خص انتخاب 
كرده است، بيابيد.

بگذار��يد مس��ئله را با مثال��ي توضيح 
ده��يم؛ مثلًا پنج ع��دد 7-، 6-، 2، 4/3، 2 
را در نظر بگيريد. اين عددها را جفت‌جفت 

جمع كنيم:

پس اين ده عدد به دست مي‌آيند:
6/3 ،4 ،6/3 ،-4 ،-1/7 ،-4 ،-5 ،-2/7 ،-5 ،-13

اما در مسئلة ما، ده عدد 
ديگر مش��خص شده‌اند. پس 
پاس��خ مس��ئلة ما، پنج عدد 
7-، 6-، 2، 4/3، 2 نيس��ت. 

پس چه عددهايي است؟
در  ك��ه  كن��يد  توج��ه 
ص��ورت مس��ئله، از اين‌ك��ه 
عدده��ا مثبت‌ان��د ��يا منفي 
حرفي زده نش��ده اس��ت، و 
اين  نمي‌دان��يم  همين‌ط��ور 
اعداد صحيح‌اند يا نه، و حتي 
گفته نش��ده اس��ت كه نبايد 
ب��ين »آن پنج عدد«، عددي 

تكراري باشد.

با بررس��ي مس��ئله، مي‌توانيم به نك��ات و ويژگي‌هاي جالب و 
مفيدي دربارة آن پنج عدد پي ببريم كه يافتن آن عددها را آسان‌تر 

مي‌كنند. بياييد اين نكات و ويژگي‌ها را »مشاهده« بناميم.
قب��ل از اين‌كه مش��اهده‌هاي ما را بخوانيد، خودتان به مس��ئله 
فكر كنيد و مش��اهده‌هايتان را بنويسيد، و سعي كنيد به كمك آنها 

مسئله را حل كنيد.
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مشاهده‌ها
و اما مشاهده‌هاي ما؛ اگر بعضي از اين مشاهده‌ها را 
كنار هم بگذاريم، با اطمينان مي‌توانيم »آن پنج عدد« 
را بيابيم. بعد از خواندن مش��اهده‌ها، بگرديد و بگوييد 
با كدام مش��اهده‌ها مي‌توان��يم »آن پنج عدد« را پيدا 

كنيم. در انتهاي مقاله، به اين سؤال پاسخ داده‌ايم.
هريك از مش��اهده‌هاي ما چرا درست است؟ شما 

بگوييد. البته ما هم دلايل خودمان را مي‌نويسيم.
دقت كنيد كه بعضي مش��اهده‌ها به كيديگر 
مربوط‌ان��د. مثاًل� مم��كن اس��ت وقت��ي 
مي‌خواه��يم دل��يل بياور��يم ك��ه 
مش��اهدة 4 درس��ت است، از 
مشاهدة 3 كمك بگيريم، 
يا از مش��اهدة 5 البته 
نبايد استدلال‌هاي 
دوري1 داش��ته 
مثلًا  باشيم، 
��يد  نبا



همزمان براي اثبات درس��تي مش��اهدة 4 از مشاهدة 5 كمك بگيريم 
و برعكس براي اثبات  درستي مشاهدة 5 از مشاهدة 4 استفاده كنيم!

در مش��اهده‌ها هرجا گفته‌ايم »آن پنج عدد«، منظورمان »آن 
پنج عدد«ي است كه در مسئله به دنبالشانيم و هرجا گفته‌ايم »آن 
ده عدد«، منظورمان عددهاي داده شده در مسئله، يعني 0، 2، 4، 

6، 8، 9، 11، 13، 15 است.
مشاهده 1. حاصل جمع »آن پنج عدد« برابر است با 18.

مشاهده 2. بين »آن پنج عدد«، عدد تكراري وجود ندارد.
مش�اهده 3. بين »آن پن��ج عدد«، ع��ددي و قرينة آن عدد 

وجود دارند.
مشاهدة 4. عدد صفر هيچي‌ك از »آن پنج عدد« نيست.

مش�اهدة 5. در ب��ين »آن پنج عدد«، فقط ��يك عدد منفي 
وجود دارد و چهار عدد ديگر، مثبت‌اند.

مشاهدة 6. هريك از »آن پنج عدد«، عددي صحيح است.
مشاهدة 7. هيچي‌ك از »آن پنج عدد«، از 14 بزرگ‌تر نيست.
مش�اهدة 8. هيچ��ي‌ك از »آن پنج ع��دد«، از 14- كوچك‌تر 

نيست.
مشاهدة 9. چهارتا از »آن پنج عدد«، فردند و عدد ديگر زوج 

است.
مش�اهده 10. عدد منفي‌اي كه در بين »آن پنج عدد«، وجود 

دارد، فرد است.2
مش�اهدة 11. عددهاي فرد در بين »آن پنج عدد«، چهار عدد 

فرد پشت سر هم هستند.

اثبات مشاهده‌ها
اكنون درستي مشاهده‌ها را ثابت مي‌كنيم.

مشاهده 1. حاصل جمع »آن پنج عدد« برابر است با 18.
ابتدا ثابت مي‌كنيم كه حاصل‌جمع »آن ده عدد«، برابر است با 

چهار برابر حاصل جمع »آن پنج عدد«.
اثب��ات. اگر »آن ده عدد« e، d، c، b، a باش��ند، حاصل جمع 

جفت‌جفت آنها اين ده عدد مي‌شود:

)البته ش��ايد ب��ا تركيبي ديگر(. اين ده ع��دد را جمع مي‌زنيم. 
حاصل را اگر ساده كنيم، مي‌توانيم به اين شكل بنويسيم:

.a+b+c+d+e كه مساوي است با چهار برابر

خلاصه اينكه، جاصل جمع »آن ده عدد«، برابر اس��ت با چهار 
برابر حاصل جمع »آن پنج عدد«.

حالا از آنچه ثابت كرده‌ايم، اس��تفاده مي‌كنيم: حاصل جمع ده 
عدد 0، 2، 4، 6، 8، 9، 11، 13، 15 برابر اس��ت با 72. پس حاصل 
جمع »آن پنج عدد«ي كه انتخاب ش��ده‌اند برابر است با 4÷72 كه 

مساوي است با 18.

مش�اهده 2. بين »آن پن�ج عدد«، عدد تك�راري وجود 
ندارد.

ف��رض كنيد »آن پنج ع��دد«، d، c، b، a و d بودند. پس بين 
حاصل‌جمع‌ها، بايد هريك از b+d، a+d و c+d تكرار مي‌شدند. اما  
در بين »»آن ده عدد««، فقط عدد 4 تكرار ش��ده اس��ت. پس بين 

»آن پنج عدد«، عدد تكراري وجود ندارد.

مشاهده 3. بين »آن پنج عدد«، عددي و قرينة آن عدد 
وجود دارند.

در بين »آن ده عدد«، صفر وجود دارد. صفر برابر حاصل جمع 
دو تا صفر اس��ت، و نيز حاصل جمع هر ع��ددي با قرينه‌اش. بنابر 
مشاهدة 2، دو تا صفر در بين »آن پنج عدد« وجود ندارد. پس در 

بين »آن پنج عدد«، عددي و قرينه‌اش وجود دارند.

مشاهدة 4. عدد صفر هيچي‌ك از »آن پنج عدد« نيست.
بنابر  مشاهدة 3، حتماً عددي منفي بين »آن پنج عدد« وجود 
دارد. اگ��ر ع��دد صفر كيي ديگ��ر از »آن پنج ع��دد« مي‌بود،‌ آنگاه 
حاصل جمعش با آن عدد منفي، عددي منفي مي‌شد. اما بين »آن 
ده ع��دد«، هيچ عدد منفي‌اي وجود ن��دارد. پس صفر در بين »آن 

پنج عدد« نيست.

مشاهدة 5. در بين »آن پنج عدد«، فقط يك عدد منفي 
وجود دارد و چهار عدد ديگر، مثبت‌اند.

بنابر مش��اهدة 3، بين »آن پنج عدد« عددي منفي وجود دارد. 
اگ��ر عدد منف��ي ديگري هم وجود مي‌داش��ت، حاص��ل جمع اين 
دو ع��دد منفي، عددي منفي مي‌ش��د. اما در ب��ين »آن ده عدد«، 
ه��يچ عدد منفي‌اي وجود ن��دارد. پس در بين »آن پنج عدد« فقط 
يك ع��دد منفي وجود دارد. هيچي‌ك از چهار ع��دد ديگر هم بنابر 
مش��اهدة‌4، صفر نيستند. پس از بين »آن پنج عدد«، كيي منفي و 

چهار تا مثبت است.
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مش�اهدة 6. هري�ك از »آن پنج عدد«، ع�ددي صحيح 
است.

ابت��دا توج��ه مي‌كنيم كه هريك از »آن پن��ج عدد«، يا صحيح 
است يا به صورت w/5 است.

براي راحتي، از اثبات دقيق صرف‌نظر مي‌كنيم، و با مثال روشن 
مي‌كنيم كه اثبات دقيق چطور بايد بيان شود.

مث�ال. اگ��ر كيي از عدده��ا برابر 3/439 ب��ود، آنگاه هريك 
از س��ه عدد مثبت ديگ��ر، بايد به شك��ل w/561 مي‌بودند؛ زيرا 
بنابر فرض مسئله، مي‌دانيم كه حاصل‌جمع جفت‌جفت »آن پنج 
عدد« قرار اس��ت عددهايي صحيح شوند و در نتيجه حاصل‌جمع 
هر��يك با 3/439 بايد عددي صحيح ش��ود. اما حاصل‌جمع هيچ 
جفت عدد مثبتي به شك��ل w/561، عددي صحيح نمي‌شود، كه 

با فرض مس��ئله تناقض دارد.
همين‌طور، با اس��تدلالي مشابه معلوم مي‌شود كه اگر مثلًا عدد 
5/913- بين »آن پنج عدد« مي‌بود، هريك از چهار عدد ديگر )كه 
مي‌دانيم مثبت‌اند( بايد به شك��ل w/913 مي‌بودند، كه جمع هيچ 

جفت عدد مثبت به اين شكل، عددي صحيح نمي‌شود.
اگر عددهايمان بعد از مميز رقم‌هاي ديگري هم داشته 
باش��ند، همين مشكلات پيش مي‌آيد مگر آن‌كه همگي به 

شكل w/5 باشند.
ب��الا را دوب��اره بخوان��يد، متوجه  اگ��ر اس��تدلال 
w در بين »آن  مي‌ش��ويد كه اگ��ر عددي به شك��ل 5/
w باشند. پنج عدد« باش��د، همگي آنها بايد به شكل 5/
س��خت نيس��ت دليل بياوريد كه جمع يك عدد منفي 
به شك��ل w/5 با چهار عدد مثبت به شك��ل w/5 هيچ‌گاه 
عددي صحيح نمي‌ش��ود؛ در حالي‌كه بنابر مشاهدة 1، بايد 

برابر 18 شود.

مش�اهدة 7. هيچي‌�ك از »آن پنج ع�دد«، از 14 
بزرگ‌تر نيست.

بناب��ر مش��اهدة 6، هريك از »آن پنج ع��دد«، صحيح 
اس��ت. بزرگ‌ترين اين اعداد را m بناميد. بزرگ‌ترين عدد 
بع��د از m را در ب��ين »آن پنج عدد«، n در نظر بگيريد. با 
توجه به مش��اهدة‌5، اين عدد هم مثبت است. m+n برابر 
كدام��ي‌ك از »آن ده عدد« اس��ت؟ براب��ر 15. اگر جمع دو 
عدد، صحيح مثبت برابر 15 شود، نتيجه مي‌گيريم هيچي‌ك 

از آنها از 14 بزرگ‌تر نيست.

مشاهدة 8. هيچي‌ك از »آن پنج عدد«، از 14- كوچك‌تر 
نيست.

بنابر مش��اهدة 7، بيش��ترين عدد بين »آن پن��ج عدد«، از 14 
بيش��تر نيس��ت. اگر كيي از »آن پن��ج عدد« از 14- كمتر باش��د، 
حاصل‌جمع اين دو عدد، عددي منفي خواهد ش��د. اما در بين »آن 
ده عدد«، عددي منفي وجود ندارد. پس هيچي‌ك از »آن پنج عدد« 

از 14- كمتر نيست.

مشاهدة 9. چهارتا از »آن پنج عدد«، فردند و عدد ديگر 
زوج است.

بناب��ر مش��اهدة‌6، مي‌دان��يم ك��ه »آن پنج ع��دد«، عددهايي 
صحيح‌ان��د. اكنون حالت‌هاي مختلف را بررس��ي مي‌كنيم، كه »آن 

پنج عدد« ما از نظر فرد و زوج بودن، چگونه‌اند:
* پنج تا زوج

»آن پن��ج عدد« ما اين‌گونه نيس��تند؛ زيرا هر دو تا عدد زوجي 
را كه با هم جمع مي‌كنيم، حاصل زوج مي‌شود اما در بين »آن ده 

عدد«، تعدادي عدد فرد هم داريم.
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* پنج تا فرد
»آن پنج عدد« اين‌گونه نيس��تند؛ ز��يرا هردو عدد فردي را كه 
ب��ا هم جمع كنيم، حاصل زوج مي‌ش��ود اما در بين »آن ده عدد«، 

تعدادي عدد فرد هم داريم.
به روش��ي ديگر هم مي‌شد استدلال كرد: حاصل‌جمع پنج عدد 
فرد، عددي فرد اس��ت اما بنابر مش��اهدة 1، حاصل جمع »آن پنج 

عدد« برابر 18 شده است كه عددي زوج است.
* سه تا فرد و دو تا زوج

اگ��ر »آن پنج ع��دد« چنين مي‌بودن��د، حاصل‌جمع همة 
 ،1 بنابر مش��اهدة  آنه��ا عددي ف��رد مي‌ش��د، در حالي‌ك��ه 
حاصل‌جمع »آن پنج عدد« برابر 18 ش��ده اس��ت كه عددي 

زوج اس��ت.
* سه تا زوج و دو تا فرد

اگر »آن پنج عدد« چنين مي‌بودند، در بين »آن ده عدد« بايد 
چهار عدد زوج مي‌داشتيم؛ )زيرا حاصل‌جمع دو عدد فرد با هم زوج 
مي‌ش��ود، و حاصل‌جمع دو عدد زوج با هم نيز زوج مي‌شود(. اما در 

بين »آن ده عدد«، شش عدد زوج داريم.

* چهار تا زوج و يكي فرد
اگ��ر »آن پنج عدد« چن��ين مي‌بودند، حاصل‌جم��ع همة آنها 
عددي فرد مي‌ش��د، درحالي‌كه بنابر مش��اهدة 1، حاصل‌جمع اين 

»آن پنج عدد« برابر 18 شده است كه عددي زوج است.
* چهار تا فرد و يكي زوج

»آن پنج عدد« چنين‌اند؛ زيرا ثابت كرديم بقية حالات درس��ت 
نيستند.

مش�اهده 10. ع�دد منفي‌اي كه در بي�ن »آن پنج عدد«، 
وجود دارد، فرد است.

بنابر مش��اهدة 3، عددي منفي و قرينه‌اش در بين »آن پنج عدد« 
وجود دارد. اگر آن عدد منفي زوج مي‌بود، قرينه‌اش هم زوج مي‌ش��د. 
پس دس��ت‌كم دو عدد زوج ب��ين »آن پنج عدد« مي‌داش��تيم؛ بنابر 

مشاهدة‌ 9، فقط يك عدد زوج داريم. پس آن عدد منفي فرد است.

مش�اهدة 11. عددهاي فرد در بين »آن پنج عدد«، چهار 
عدد فرد پشت سر هم هستند.

بنابر مش��اهدة‌9، چها ت��ا از »آن پنج عدد« فردند و عدد 
ديگر زوج اس��ت. عددهاي فرد در بين »آن ده عدد« )يعني 
9، 11، 13 و 15( چه��ار ع��دد ف��رد پشت‌س��رهم‌اند. فق��ط 
حاصل‌جم��ع عددي فرد با عددي زوج، عددي فرد مي‌ش��ود. 
پس هريك از 9، 11، 13 و 15 به اين شكل حاصل مي‌شوند 
ك��ه ��كيي از چهار عدد فرد در بين آن پن��ج عدد با پنجمين 
عدد )كه زوج است( جمع مي‌شود. پس عددهاي فرد در بين 

»آن پنج عدد«، چهار عدد فرد پش��ت س��ر هم هس��تند.

سخن آخر
همان‌ط��ور كه قباًل� گفتيم، با اس��تفاده از بعض��ي از اين 
مش��اهده‌ها مي‌توانيم »آن پنج عدد« را ب��ه راحتي پيدا كنيم: 

مشاهده‌هاي 5، 9، 10 و 11.
راستي، مسئلة اين مقاله را از اين صفحة اينترنتي پيدا كرديم:
http://nrich.maths.org/481

پي‌نوشت‌ها
1. درب��ارة اس��تدلال‌هاي دوري،»توضیحی دربارة مقال��ة »این را که از قبل 

م‌یدانستیم«« را در رشد برهان رياضي راهنمایی، شمارة 60 بخوانيد.
2. عدده��اي صح��يح منفي هم، مانند عددهاي طبيعي به دو دس��تة زوج و 

فرد تقسيم مي‌شوند.
1-، 3-، 5-، 7- فردند و 2-، 4-، 6-، 8- زوج‌اند.
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