
مشاهدههاومكاشفهها!
مشاهدههايیدربارۀمسئلهایبامزه

كلیدواژه ها: مسئله، مشاهده، مکاشفه، استدلال

مسئله
ــئله صحبت  مي خواهیم دربارة این مس

كنیم:
ــخصي پنج عدد انتخاب كرده است.  ش
این عددها را جفت جفت با هم جمع كرده 
ــده  ــل جمع ها برابر این ده عدد ش و حاص

است:
15 ،13 ،11 ،9 ،8 ،6 ،4 ،2 ،0

ــخص انتخاب  پنج عددي را كه این ش
كرده است، بیابید.

ــي توضیح  ــئله را با مثال ــد مس بگذاری
ــدد 7-، 6-، 2، 4/3، 2  ــم؛ مثلًا پنج ع دهی
را در نظر بگیرید. این عددها را جفت جفت 

جمع كنیم:

پس این ده عدد به دست مي آیند:
6/3 ،4 ،6/3 ،-4 ،-1/7 ،-4 ،-5 ،-2/7 ،-5 ،-13

اما در مسئلة ما، ده عدد 
ــخص شده اند. پس  دیگر مش
ــئلة ما، پنج عدد  ــخ مس پاس
ــت.  7-، 6-، 2، 4/3، 2 نیس

پس چه عددهایي است؟
در  ــه  ك ــد  كنی ــه  توج
ــه  ــئله، از این ك ــورت مس ص
ــا منفي  ــد ی ــا مثبت ان عدده
ــت، و  ــده اس حرفي زده نش
این  ــم  نمي دانی ــور  همین ط
اعداد صحیح اند یا نه، و حتي 
ــت كه نباید  ــده اس گفته نش
ــن »آن پنج عدد«، عددي  بی

تکراري باشد.

ــکات و ویژگي هاي جالب و  ــئله، مي توانیم به ن ــي مس با بررس
مفیدي دربارة آن پنج عدد پي ببریم كه یافتن آن عددها را آسان تر 

مي كنند. بیایید این نکات و ویژگي ها را »مشاهده« بنامیم.
ــئله  ــاهده هاي ما را بخوانید، خودتان به مس ــل از این كه مش قب
ــاهده هایتان را بنویسید، و سعي كنید به كمك آنها  فکر كنید و مش

مسئله را حل كنید.
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مشاهده ها
و اما مشاهده هاي ما؛ اگر بعضي از این مشاهده ها را 
كنار هم بگذاریم، با اطمینان مي توانیم »آن پنج عدد« 
ــاهده ها، بگردید و بگویید  را بیابیم. بعد از خواندن مش
ــم »آن پنج عدد« را پیدا  ــاهده ها مي توانی با كدام مش

كنیم. در انتهاي مقاله، به این سؤال پاسخ داده ایم.
ــاهده هاي ما چرا درست است؟ شما  هریك از مش

بگویید. البته ما هم دلایل خودمان را مي نویسیم.
ــاهده ها به یکدیگر  دقت كنید كه بعضي مش
ــي  ــت وقت ــن اس ــلًا ممک ــد. مث مربوط ان
ــه  ــم ك ــل بیاوری ــم دلی مي خواهی
ــت است، از  ــاهدة 4 درس مش
مشاهدة 3 كمك بگیریم، 
ــاهدة 5 البته  یا از مش
نباید استدلال هاي 
ــته  دوري1 داش
مثلًا  باشیم، 
ــد  ی نبا



ــاهدة 4 از مشاهدة 5 كمك بگیریم  ــتي مش همزمان براي اثبات درس
و برعکس براي اثبات  درستي مشاهدة 5 از مشاهدة 4 استفاده كنیم!

ــاهده ها هرجا گفته ایم »آن پنج عدد«، منظورمان »آن  در مش
پنج عدد«ي است كه در مسئله به دنبالشانیم و هرجا گفته ایم »آن 
ده عدد«، منظورمان عددهاي داده شده در مسئله، یعني 0، 2، 4، 

6، 8، 9، 11، 13، 15 است.
مشاهده 1. حاصل جمع »آن پنج عدد« برابر است با 18.

مشاهده 2. بین »آن پنج عدد«، عدد تکراري وجود ندارد.
ــددي و قرینة آن عدد  ــج عدد«، ع مش�اهده 3. بین »آن پن

وجود دارند.
مشاهدة 4. عدد صفر هیچ یك از »آن پنج عدد« نیست.

ــك عدد منفي  ــن »آن پنج عدد«، فقط ی مش�اهدة 5. در بی
وجود دارد و چهار عدد دیگر، مثبت اند.

مشاهدة 6. هریك از »آن پنج عدد«، عددي صحیح است.
مشاهدة 7. هیچ یك از »آن پنج عدد«، از 14 بزرگ تر نیست.
ــدد«، از 14- كوچك تر  ــك از »آن پنج ع مش�اهدة 8. هیچ ی

نیست.
مشاهدة 9. چهارتا از »آن پنج عدد«، فردند و عدد دیگر زوج 

است.
مش�اهده 10. عدد منفي اي كه در بین »آن پنج عدد«، وجود 

دارد، فرد است.2
مش�اهدة 11. عددهاي فرد در بین »آن پنج عدد«، چهار عدد 

فرد پشت سر هم هستند.

اثبات مشاهده ها
اكنون درستي مشاهده ها را ثابت مي كنیم.

مشاهده 1. حاصل جمع »آن پنج عدد« برابر است با 18.
ابتدا ثابت مي كنیم كه حاصل جمع »آن ده عدد«، برابر است با 

چهار برابر حاصل جمع »آن پنج عدد«.
ــند، حاصل جمع  ــات. اگر »آن ده عدد« e، d، c، b، a باش اثب

جفت جفت آنها این ده عدد مي شود:

ــدد را جمع مي زنیم.  ــا تركیبي دیگر(. این ده ع ــاید ب )البته ش
حاصل را اگر ساده كنیم، مي توانیم به این شکل بنویسیم:

.a+b+c+d+e كه مساوي است با چهار برابر

ــت با چهار  خلاصه اینکه، جاصل جمع »آن ده عدد«، برابر اس
برابر حاصل جمع »آن پنج عدد«.

ــتفاده مي كنیم: حاصل جمع ده  حالا از آنچه ثابت كرده ایم، اس
ــت با 72. پس حاصل  عدد 0، 2، 4، 6، 8، 9، 11، 13، 15 برابر اس
ــده اند برابر است با 4÷72 كه  جمع »آن پنج عدد«ي كه انتخاب ش

مساوي است با 18.

مش�اهده 2. بین »آن پن�ج عدد«، عدد تك�راري وجود 
ندارد.

ــدد«، d، c، b، a و d بودند. پس بین  ــرض كنید »آن پنج ع ف
حاصل جمع ها، باید هریك از b+d، a+d و c+d تکرار مي شدند. اما  
ــت. پس بین  ــده اس در بین »»آن ده عدد««، فقط عدد 4 تکرار ش

»آن پنج عدد«، عدد تکراري وجود ندارد.

مشاهده 3. بین »آن پنج عدد«، عددي و قرینة آن عدد 
وجود دارند.

در بین »آن ده عدد«، صفر وجود دارد. صفر برابر حاصل جمع 
ــددي با قرینه اش. بنابر  ــت، و نیز حاصل جمع هر ع دو تا صفر اس
مشاهدة 2، دو تا صفر در بین »آن پنج عدد« وجود ندارد. پس در 

بین »آن پنج عدد«، عددي و قرینه اش وجود دارند.

مشاهدة 4. عدد صفر هیچ یك از »آن پنج عدد« نیست.
بنابر  مشاهدة 3، حتماً عددي منفي بین »آن پنج عدد« وجود 
ــدد« مي بود،  آنگاه  ــر از »آن پنج ع ــدد صفر یکي دیگ ــر ع دارد. اگ
حاصل جمعش با آن عدد منفي، عددي منفي مي شد. اما بین »آن 
ــدارد. پس صفر در بین »آن  ــدد«، هیچ عدد منفي اي وجود ن ده ع

پنج عدد« نیست.

مشاهدة 5. در بین »آن پنج عدد«، فقط یك عدد منفي 
وجود دارد و چهار عدد دیگر، مثبت اند.

ــاهدة 3، بین »آن پنج عدد« عددي منفي وجود دارد.  بنابر مش
ــل جمع این  ــت، حاص ــي دیگري هم وجود مي داش ــر عدد منف اگ
ــن »آن ده عدد«،  ــد. اما در بی ــدد منفي، عددي منفي مي ش دو ع
ــدارد. پس در بین »آن پنج عدد« فقط  ــچ عدد منفي اي وجود ن هی
ــدد دیگر هم بنابر  ــدد منفي وجود دارد. هیچ یك از چهار ع یك ع
ــاهدة 4، صفر نیستند. پس از بین »آن پنج عدد«، یکي منفي و  مش

چهار تا مثبت است.

دورة نوزدهم، شمارة 2، زمستان 1392
متوسطه اول

5



مش�اهدة 6. هری�ك از »آن پنج عدد«، ع�ددي صحیح 
است.

ــج عدد«، یا صحیح  ــه مي كنیم كه هریك از »آن پن ــدا توج ابت
است یا به صورت w/5 است.

براي راحتي، از اثبات دقیق صرف نظر مي كنیم، و با مثال روشن 
مي كنیم كه اثبات دقیق چطور باید بیان شود.

ــود، آنگاه هریك  ــا برابر 3/439 ب ــر یکي از عدده مث�ال. اگ
ــکل w/561 مي بودند؛ زیرا  ــر، باید به ش ــه عدد مثبت دیگ از س
بنابر فرض مسئله، مي دانیم كه حاصل جمع جفت جفت »آن پنج 
ــت عددهایي صحیح شوند و در نتیجه حاصل جمع  عدد« قرار اس
ــود. اما حاصل جمع هیچ  ــك با 3/439 باید عددي صحیح ش هری
ــکل w/561، عددي صحیح نمي شود، كه  جفت عدد مثبتي به ش

ــئله تناقض دارد. با فرض مس
ــتدلالي مشابه معلوم مي شود كه اگر مثلًا عدد  همین طور، با اس
5/913- بین »آن پنج عدد« مي بود، هریك از چهار عدد دیگر )كه 
ــکل w/913 مي بودند، كه جمع هیچ  مي دانیم مثبت اند( باید به ش

جفت عدد مثبت به این شکل، عددي صحیح نمي شود.
اگر عددهایمان بعد از ممیز رقم هاي دیگري هم داشته 
ــند، همین مشکلات پیش مي آید مگر آن كه همگي به  باش

شکل w/5 باشند.
ــد، متوجه  ــاره بخوانی ــالا را دوب ب ــتدلال  ــر اس اگ
w در بین »آن  ــکل 5/ ــر عددي به ش ــوید كه اگ مي ش
w باشند. ــد، همگي آنها باید به شکل 5/ پنج عدد« باش
ــت دلیل بیاورید كه جمع یك عدد منفي  ــخت نیس س
ــکل w/5 هیچ گاه  ــکل w/5 با چهار عدد مثبت به ش به ش
ــود؛ در حالي كه بنابر مشاهدة 1، باید  عددي صحیح نمي ش

برابر 18 شود.

مش�اهدة 7. هیچ ی�ك از »آن پنج ع�دد«، از 14 
بزرگ تر نیست.

ــدد«، صحیح  ــاهدة 6، هریك از »آن پنج ع ــر مش بناب
ــت. بزرگ ترین این اعداد را m بنامید. بزرگ ترین عدد  اس
ــن »آن پنج عدد«، n در نظر بگیرید. با  ــد از m را در بی بع
ــاهدة 5، این عدد هم مثبت است. m+n برابر  توجه به مش
ــر 15. اگر جمع دو  ــت؟ براب ــك از »آن ده عدد« اس كدام ی
عدد، صحیح مثبت برابر 15 شود، نتیجه مي گیریم هیچ یك 

از آنها از 14 بزرگ تر نیست.

مشاهدة 8. هیچ یك از »آن پنج عدد«، از 14- كوچك تر 
نیست.

ــج عدد«، از 14  ــترین عدد بین »آن پن ــاهدة 7، بیش بنابر مش
ــد،  ــج عدد« از 14- كمتر باش ــت. اگر یکي از »آن پن ــتر نیس بیش
ــد. اما در بین »آن  حاصل جمع این دو عدد، عددي منفي خواهد ش
ده عدد«، عددي منفي وجود ندارد. پس هیچ یك از »آن پنج عدد« 

از 14- كمتر نیست.

مشاهدة 9. چهارتا از »آن پنج عدد«، فردند و عدد دیگر 
زوج است.

ــدد«، عددهایي  ــه »آن پنج ع ــم ك ــاهدة 6، مي دانی ــر مش بناب
ــي مي كنیم، كه »آن  ــد. اكنون حالت هاي مختلف را بررس صحیح ان

پنج عدد« ما از نظر فرد و زوج بودن، چگونه اند:
* پنج تا زوج

ــتند؛ زیرا هر دو تا عدد زوجي  ــج عدد« ما این گونه نیس »آن پن
را كه با هم جمع مي كنیم، حاصل زوج مي شود اما در بین »آن ده 

عدد«، تعدادي عدد فرد هم داریم.
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* پنج تا فرد
ــرا هردو عدد فردي را كه  ــتند؛ زی »آن پنج عدد« این گونه نیس
ــود اما در بین »آن ده عدد«،  ــا هم جمع كنیم، حاصل زوج مي ش ب

تعدادي عدد فرد هم داریم.
ــي دیگر هم مي شد استدلال كرد: حاصل جمع پنج عدد  به روش
ــاهدة 1، حاصل جمع »آن پنج  ــت اما بنابر مش فرد، عددي فرد اس

عدد« برابر 18 شده است كه عددي زوج است.
* سه تا فرد و دو تا زوج

ــد، حاصل جمع همة  ــدد« چنین مي بودن ــر »آن پنج ع اگ
 ،1 ــاهدة  بنابر مش ــه  ــد، در حالي ك ــرد مي ش ــا عددي ف آنه
ــت كه عددي  ــده اس حاصل جمع »آن پنج عدد« برابر 18 ش

ــت. زوج اس
* سه تا زوج و دو تا فرد

اگر »آن پنج عدد« چنین مي بودند، در بین »آن ده عدد« باید 
چهار عدد زوج مي داشتیم؛ )زیرا حاصل جمع دو عدد فرد با هم زوج 
ــود، و حاصل جمع دو عدد زوج با هم نیز زوج مي شود(. اما در  مي ش

بین »آن ده عدد«، شش عدد زوج داریم.

* چهار تا زوج و یكي فرد
ــع همة آنها  ــن مي بودند، حاصل جم ــر »آن پنج عدد« چنی اگ
ــاهدة 1، حاصل جمع این  ــد، درحالي كه بنابر مش عددي فرد مي ش

»آن پنج عدد« برابر 18 شده است كه عددي زوج است.
* چهار تا فرد و یكي زوج

ــت  »آن پنج عدد« چنین اند؛ زیرا ثابت كردیم بقیة حالات درس
نیستند.

مش�اهده 10. ع�دد منفي اي كه در بی�ن »آن پنج عدد«، 
وجود دارد، فرد است.

ــاهدة 3، عددي منفي و قرینه اش در بین »آن پنج عدد«  بنابر مش
ــد.  وجود دارد. اگر آن عدد منفي زوج مي بود، قرینه اش هم زوج مي ش
ــتیم؛ بنابر  ــن »آن پنج عدد« مي داش ــت كم دو عدد زوج بی پس دس

مشاهدة  9، فقط یك عدد زوج داریم. پس آن عدد منفي فرد است.

مش�اهدة 11. عددهاي فرد در بین »آن پنج عدد«، چهار 
عدد فرد پشت سر هم هستند.

ــا از »آن پنج عدد« فردند و عدد  ــاهدة 9، چها ت بنابر مش
ــت. عددهاي فرد در بین »آن ده عدد« )یعني  دیگر زوج اس
ــط  ــرهم اند. فق ــرد پشت س ــدد ف ــار ع 9، 11، 13 و 15( چه
ــود.  ــع عددي فرد با عددي زوج، عددي فرد مي ش حاصل جم
پس هریك از 9، 11، 13 و 15 به این شکل حاصل مي شوند 
ــج عدد با پنجمین  ــي از چهار عدد فرد در بین آن پن ــه یک ك
عدد )كه زوج است( جمع مي شود. پس عددهاي فرد در بین 

ــتند. ــر هم هس ــت س »آن پنج عدد«، چهار عدد فرد پش

سخن آخر
ــي از این  ــتفاده از بعض ــلًا گفتیم، با اس ــور كه قب همان ط
ــه راحتي پیدا كنیم:  ــاهده ها مي توانیم »آن پنج عدد« را ب مش

مشاهده هاي 5، 9، 10 و 11.
راستي، مسئلة این مقاله را از این صفحة اینترنتي پیدا كردیم:
http://nrich.maths.org/481

پي نوشت ها
ــة »این را كه از قبل  ــتدلال هاي دوري،»توضیحى دربارة مقال ــارة اس 1. درب

مى دانستیم«« را در رشد برهان ریاضي راهنمایى، شمارة 60 بخوانید.
ــتة زوج و  ــح منفي هم، مانند عددهاي طبیعي به دو دس ــاي صحی 2. عدده

فرد تقسیم مي شوند.
1-، 3-، 5-، 7- فردند و 2-، 4-، 6-، 8- زوج اند.

دورة نوزدهم، شمارة 2، زمستان 1392
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